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Annotatsiya. Mazkur maqola differensial geometriya va topologiyaning markaziy
tushunchalaridan biri hisoblangan Riman metrikasi hamda uning yordamida silliq
ko‘paxilliklarda masofa tushunchasining shakllanishiga bag‘ishlangan. Ishda evklid
geometriyasidagi masofa tushunchasining umumiy egrilikka ega bo‘lgan fazolar uchun
umumlashtirilishi nazariy jihatdan asoslab berilgan. Tadqiqot davomida Riman
metrikasi silliq ko‘paxillikning har bir nuqtasida urinma fazoda aniqlangan musbat
aniqlangan simmetrik bilinear forma (metrik tenzor) sifatida tahlil qilinadi. Maqolada
metrik tenzor yordamida egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash usullari ko‘rib chiqilgan
va i1kki nuqta orasidagi eng qisqa masofani ifodalovchi geodezik chiziglar
tushunchasiga alohida to‘xtalib o‘tilgan. Shuningdek, Riman masofasining metrik fazo
aksiomalarini qanoatlantirishi va uning ko‘paxillik topologiyasi bilan bog‘ligligi
ko‘rsatilgan. Ushbu material differensial geometriya, variatsion hisob va umumiy
nisbiylik nazariyasi bilan shug‘ullanuvchi tadqiqotchilar hamda oliy o‘quv yurtlarining
matematika yo‘nalishi talabalari uchun nazariy manba bo‘lib xizmat qiladi.

Kalit so’zlar. Riman metrikasi, metrik tenzor, masofa funksiyasi, geodezik chiziq,
silliq ko*paxillik, urinma fazo, egrilik tenzori, egri chiziq uzunligi, differensial forma,
metrik fazo, kovariant hosila, seksion egrilik, Riman geometriyasi, variatsion hisob,
topologik tuzilish, Gamilton funksiyasi, Evklid bo‘lmagan geometriya.

Abstract. This article 1s devoted to the Riemannian metric, which is considered one of
the central concepts of differential geometry and topology, and the formation of the
concept of distance in smooth manifolds with its help. The work theoretically justifies
the generalization of the concept of distance in Euclidean geometry to spaces with
general curvature. During the research, the Riemannian metric is analyzed as a
positively definite symmetric bilinear form (metric tensor) defined in the space of a
smooth manifold at each point. The article considers methods for calculating the length
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of a curved arc using the metric tensor and specifically addresses the concept of
geodesics, which represent the shortest distance between two points. It also shows that
the Riemannian distance satisfies the axioms of metric spaces and its connection with
the topology of manifolds. This material serves as a theoretical resource for researchers
engaged in differential geometry, the calculus of variations, and the theory of general
relativity, as well as students of mathematics at higher educational institutions.
Keywords. Riemannian metric, metric tensor, distance function, geodesic line, smooth
manifold, tangent space, curvature tensor, curve length, differential form, metric space,
covariant derivative, sectional curvature, Riemannian geometry, calculus of variations,
topological structure, Hamiltonian function, non-Euclidean geometry.

AHHOTauus. JlaHHAas CTaThsi MOCBSIIEHA PUMAHOBOW METPHUKE, KOTOpas CUATAECTCA
OJTHUM W3 HEHTPANbHBIX MOHATHNA AU EepeHITnaTIbHON TeOMETPUNA U TOIOJIOTHH, a
Takke (OPMHPOBAHUIO C €€ TIOMOIIBIO TIOHSTHS PACCTOSHHS Ha TJaJKUX
MHoroo0pasusx. B pabore TeopeTrdyeckn OOOCHOBBIBAETCS OOOOIIECHHE MOHSITHUS
PACCTOSIHUS B €BKJIMJIOBOM T€OMETPUU Ha IPOCTpaHCTBA ¢ o01el kpuBu3HOi. B xoze
MCCJICIOBAHMS PUMAHOBA METPUKA aHATM3UPYETCS KaK MOJOKUTETBHO ONpeAeIEHHAS
CUMMETpUYHas OwinHeiiHass QopMa (METpUYECKUN TEH30p), OIpeAci€HHAas B
MIPOCTPAHCTBE TIAIKOTO MHOTOOOpa3us B KaXKJI0W TOUKe. B cTaThe paccMaTpuBarOTCS
METO/bI BBIUHUCIICHUS JUTMHBI HCKPUBJIEHHON JAYTH C UCIOJIE30BAaHUEM METPUUYECKOTO
TEH30pa W KOHKPETHO 3aTpParmBaeTCs IMOHATHE TCOJE3MUYCCKHUX, MPEACTABIISIONINX
KpaTJaiiinee pacCTOSIHUE MEXKIy AByMs TOYKaMH. Takke MOKa3aHO, YTO PUMAaHOBO
PACCTOSIHUE YJOBJIETBOPSET aKCMOMaM METPUYECKUX IMPOCTPAHCTB U €ro CBS3U C
TOMOJIOTHEH MHOTrooOpasuil. J[aHHBIM MaTepHan CIYKUT TEOPETHUYCCKUM PECYypPCOM
JUI1  HCCcleIoBaTeleH, 3aHUMArIUXcss  auddepeHmaIbHol  TeOMETpPHEH,
BapUAlMOHHBIM HCYUCIICHUEM M TEOopuel oOIel OTHOCHUTEIBHOCTH, a TaKXKe IS
CTYJICHTOB-MaTEMAaTHKOB BBICIITUX YICOHBIX 3aBEICHUM.

KiroueBnble cjioBa: PumanoBa MeTprka, METPUYECKUHN TEH30D, QYHKIIAS PACCTOSHHSI,
reoJie3udeckasi, BO3MOKHOE MHOTO0Opa3ue, TMPOCTPAHCTBO YCHIHMH, TEH30D
KPUBH3HBI, KPUBOJMHEWHOE oOpyxue, auddepennuaibHas (opma, METPHUECKOe
MIPOCTPAHCTBO, KOBapHaHTHAs TPOW3BOJIHASA, CEKIIMOHHAs KpPUBH3HA, pPUMaHOBA
reOMETpHS, BapUAIMOHHOE WCYHCIICHHE, TOTIOJIOTUYECKAS CTPYKTYDa,
HEraMUJIbTOHOBA (DYHKITHS, CBKIIMIOBO CYIIICCTBOBAHUE.

Hozirgi zamon matematika va fizikasi rivojida geometriyaning o‘rni nthoyatda muhim
hisoblanadi. Ayniqgsa, oddiy Evklid geometriyasidan tashqariga chiqib, murakkab
fazolarni o‘rganishga ehtiyoj ortib bormoqda. Shu sababli, fazodagi masofa va o‘lchash
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tushunchalarini umumiy holatda ifodalovchi Riman metrikasi va unga bog‘liq bo‘lgan
masofa tushunchasi zamonaviy matematikaning dolzarb yo‘nalishlaridan biri sifatida
garaladi. Riman geometriyasi nafaqat nazariy matematika uchun, balki amaliy sohalar
uchun ham katta ahamiyatga ega. Chunki real hayotdagi ko‘plab jarayonlar tekis
fazoda emas, balki egri sirtlar yoki murakkab geometrik strukturalarda sodir bo‘ladi.
Masalan, Yer sharining sirtida masofani hisoblash, navigatsiya tizimlari, geodeziya,
kartografiya kabi sohalarda masofa oddiy tekislik formulasiga bo‘ysunmaydi. Bunday
holatlarda masofa tushunchasini to‘g‘ri aniqlash va hisoblash uchun Riman
metrikasidan foydalaniladi.

Masofa tushunchasi matematikaning eng asosiy va fundamental
tushunchalaridan biri bo‘lib, u obyektlar orasidagi yaqinlik va uzoqlik darajasini
miqdoriy jihatdan ifodalashga xizmat qiladi. Masofa tushunchasi dastlab klassik
geometriyada paydo bo‘lgan bo‘lsa-da, keyinchalik matematik analiz, topologiya,
differensial geometriya va funksional analiz kabi sohalarda umumlashtirilib, ilmiy
asoslangan nazariy tushunchaga aylangan. Masofa tushunchasining asosiy mazmuni
shundan iboratki, u ikki nuqta orasidagi farqni real son orqali ifodalaydi va shu orqali
fazoda obyektlarning o‘zaro joylashuvini, harakatini va uzluksiz o‘zgarishini aniglash
imkonini beradi. Aynan masofa tushunchasi orqali matematikada limit, yaqinlashuv,
uzluksizlik, ochiqlik kabi tushunchalar qat’iy ta’riflanadi.

Masofa tushunchasining klassik ko‘rinishi (Evklid masofasi). Masofa tushunchasi
tarixan Evklid geometriyasi bilan bog‘liq. Tekislikda x = (x;,x,) va  y = (y1,V,)
nugqtalar orasidagi masofa quyidagi formula orqali aniglanadi:

d(x,y) =/ (x1 — y1)% + (%3 — ¥2)?

Bu formula Pifagor teoremasiga asoslanadi va tekislikdagi eng asosiy masofa o‘Ichovi
hisoblanadi.

Agar fazo R, ko‘rinishida bo‘lsa, ya’ni n-o‘lchamli Evklid fazoda nuqtalar X =
(%1, %5, o, X)) Vay = (¥1, V2, .., V) bo‘lsa, u holda masofa quyidagicha aniqglanadi:

d@y) = | ) (=)’

@35
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Bu formula Evklid masofasining umumlashgan ko‘rinishi bo‘lib, fazodagi real
geometrik masofani ifodalay Masofa tushunchasining matematikadagi umumlashgan
shakli metrika bo‘lib, metrika kiritilgan to‘plam metrik fazo deb ataladi. Metrik fazo
tushunchasi topologiya va matematik analizning eng muhim asosiy tushunchalaridan
biri hisoblanadi. Chunki metrik fazoda limit, uzluksizlik, ochiq va yopiq to‘plamlar,
yaqinlashuv kabi tushunchalarni qat’iy aniqlash mumkin bo‘ladi.

Metrik fazo ta’rifi. Agar X to‘plam va d metrika bo‘lsa, ya’ni
d: XXX >R

funksiya quyidagi aksiomalarni bajarsa:

ld(x,y) =0

2.dx,y) =0 x=y

3.d(x,y) = d(y,x)

4.d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

u holda (X, d) juftlik metrik fazo deyiladi.Metrik fazo topologiya uchun juda muhim,
chunki masofa mavjud bo‘lsa, yaqinlik tushunchasi ham avtomatik tarzda aniglanadi.

Metrik fazoning asosiy xossalari.Metrik fazo nazariyasida bir nechta asosiy xossalar
mavjud bo‘lib, ular topologik tushunchalarni o‘rganishda muhim rol o‘ynaydi.

1. Ochiq shar va yopiq shar tushunchalari.Metrik fazoda xeX nuqta va r > 0 radius
uchun ochiq shar quyidagicha aniglanadi:

B(x,r) = {yeX:d(x,y) <r}

Bu yerda B(x,r) — markazi x bo‘lgan radiusi r ga teng ochiq shar.Yopiq shar esa
quyidagicha aniqlanadi:

B(x,r) ={y € X:d(x,y) <7}

Bu sharlar metrik fazoda ochiq va yopiq to‘plamlarni hosil qilish uchun asos bo‘ladi.
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2. Ochiq to‘plam va yopiq to‘plamlarning metrik ta’rifi.To‘plam U € X ochiq deyila.di,
agar har bir x € U uchun shunday r > 0 topilsinki:

B(x,7r)c U

Bu shart shuni bildiradiki, ochiq to‘plamning har bir nuqtasi atrofida kichik ochiq shar
mavjud va u to‘liq shu to‘plam ichida joylashadi.

Yopiq to‘plam ta’rifi.To‘plam F € X yopiq deyiladi, agar uning to‘ldiruvchisi ochiq
bo‘lsa:

X\F

3.Limit va yaqinlashuv tushunchasi.Metrik fazoda ketma-ketlikning yaqinlashuvi
masofa orqali aniglanadi.{x, S X} ketma-ketlik x € X nuqtaga yaqinlashadi deyiladi,
agar:

Ve>03INeNn>N=d(x,x)<c¢

Bu ta’rif limitning metrik ta’rifi hisoblanadi.Demak, metrik fazo tushunchasi
matematik analizdagi limit nazariyasining asosidir.

4. Koshi ketma-ketlik .Metrik fazoda juda muhim tushunchalardan biri Koshi ketma-
ketlik tushunchasidir.Ketma-ketlik {x,,} Koshy ketma-ketlik deyiladi, agar:

V>03aNeNmn>N=>d(x,, x,) <&

Bu shart shuni bildiradiki, ketma-ketlikning oxirgi elementlari bir-biriga tobora
yaqinlashib boradi.Bu tushuncha fazoning to‘ligligini aniqlashda ishlatiladi.

Xulosa qilib aytganda, ushbu maqolada Riman metrikasi va masofa tushunchasi
chuqur nazariy jihatdan o‘rganildi hamda ularning matematik geometriyadagi o‘rni va
ahamiyati tahlil qilindi. O‘rganish jarayonida metrik fazolar haqidagi umumiy
tushunchalardan boshlab, Riman geometriyasining asosiy g‘oyalari va ularning
kengaytirilgan ko‘rinishlari ko‘rib chiqildi. Riman metrikasi oddiy Evklid
geometriyasidan farqli ravishda, egri fazolarda masofani aniglash imkonini berishi
bilan katta ahamiyatga ega ekanligi aniglandi. Bu esa real hayotdagi ko‘plab
jarayonlarni to‘g‘ri matematik modellashtirishda muhim rol o‘ynaydi. Xususan,
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@58
fazoning egriligi hisobga olinadigan holatlarda masofa tushunchasi oddiy chiziqli
formula bilan ifodalanmasligi, balki metrik tensor orqali aniqlanishi muhim xulosa
sifatida ko‘rsatildi. Shuningdek, Riman metrikasi yordamida yoy uzunligi, geodezik
chiziglar va eng qisqa yo‘l tushunchalari aniq matematik asosda ifodalanishi
mumkinligi o‘rganildi. Bu tushunchalar nafaqat nazariy geometriyada, balki amaliy
sohalarda ham keng qo‘llanilishi bilan ajralib turadi. Masalan, navigatsiya tizimlari,
geodeziya, kompyuter grafikasi hamda fizikaning umumiy nisbiylik nazariyasida
Riman geometriyasi muhim matematik apparat sifatida xizmat qiladi.
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