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Annotatsiva. Ushbu magolada differensial geometriva va umumiy nisbiylik
nazarivasining fundamental tushunchalaridan biri bo‘lgan geodeziklar differensial
tenglamalari tahlil gilinadi. Tadqigotning asosiy magsadi — Riman metrikasi berilgan

ko‘pobrazliliklarda i1kki nuqgta orasidagi eng qisga (voki ekstremal) masofani
aniglaydigan ikkinchi tartibli chizigli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasini

chigarish va ularning yechish usullarini ko‘rsatishdir.
Magolada Kristoffel simvollari yordamida geodezik chiziglar tenglamasining umumiy

ko‘rinishi quyidagicha ifodalanadi:

dzxk/dt2 + Fki,- (dxi/dt) (dxj/dt) =0
Ish davomida sirtlarning egrilik xususiyatlari va metrik tenzorning geodezik chiziglar

shakliga ta’siri batafsil ko‘rib chigilgan. Shuningdek, magolada variatsion hisob
usullari (Evler-Lagranj tenglamalari) yvordamida geodeziklarni topishning samarali

algoritmlari  keltirilean. Olingan natijalar nafagat nazariy geometrivada, balki
astrofizikada vorug‘lik nurlarining egilishini hisoblashda va robototexnikada optimal
harakat trayektoriyalarini qurishda amaliy ahamivatga ega.

Kalit so'zlar. Geodezik chiziglar, Riman metrikasi, Kristoffel simvollari, differensial
tenglamalar, variatsion hisob, egrilik tenzori, trayektoriya optimizatsiyasi.

Abstract. This article analyzes the differential equations of geodesics, which are one
of the fundamental concepts of differential geometry and general relativity. The main
goal of the research is to derive a system of second-order nonlinear differential
equations that determine the shortest (or extreme) distance between two points in
polyhedra with a given Riemann metric, and to show methods for solving them.

The article presents the general form of the equation of geodesics using Christoffel
symbols as follows:
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d*x*/dt? + T (dx'/dt)(dx/dt) = 0
The work examines in detail the properties of the curvature of surfaces and the
influence of the metric tensor on the shape of geodesics. The article also presents
effective algorithms for finding geodesics using variational calculus methods (Euler-
Lagrange equations). The results obtained are of practical importance not only in
theoretical geometry, but also in calculating the bending of light rays in astrophysics
and in constructing optimal trajectories in robotics.
Keywords: Geodesic lines, Riemannian metric, Christoffel symbols, differential
equations, calculus of variations, curvature tensor, trajectory optimization.
AHHOTauMs. B naHHOW crarbe aHanM3UpyrOTCsA audQepeHInanbHble YpaBHEHUS
ICOJIC3MYCCKUX,  SBIAIOMHUECS  OJAHMM W3  (PyHIAMEHTaJbHBIX  TOHSITHM
muddepeHanTbHON TeOMETPUH M 00IIEeH TCOpUH OTHOCUTEIBHOCTH. I JTaBHAs 1eNb
WCCJICIOBAHNS — BBIBECTH CHCTEMY HEIMHEHHBIX Au(GepeHIINaTbHbIX yYpaBHCHHMA
BTOPOTO TIOPSAJIKA, OMPEACIAIONINX Kpardaiiinee (WM 3KCTPEMaIbHOE) PacCTOSHHE
MEXIy IBYMs TOYKaMd B MHOTOTPaHHHMKAaX C 3aJaHHOW PUMaHOBOW METPHKOW, W
MOKa3aTh METOJIbI KX PEIICHHUS.
B crarbe mpencraBieH oOuuii BUI ypaBHEHHUS T'€OJE3MUYECKHX C HCIOIh30BAHUEM
cuMBoJioB Kpucroddens crnemyromum oOpazom:

d?x*/dt? + T (dx'/dt)(dxi/dt) = 0

B pabote noapo6HO paccMaTpuBaIOTCs CBOMCTBA KPUBU3HBI IOBEPXHOCTEW U BIUSHHUE
METPUUYECKOTO TEeH30pa Ha QopMy reojae3ndyeckux. Taxkke MNpeAcTaBIIECHBI
3¢ (eKTUBHbBIE AJTOPUTMbI HaXOXKACHUS T'€0AE3UNUECKUX C UCIOJIB30BaHUEM METO/I0B
BapUALlMOHHOrO ucuucieHus (ypaBHeHus Ounepa-Jlarpamxka). [lomyueHHbie
pe3ynbTaThl UMEIOT MPAKTUYECKOE 3HAUEHHE HE TOJIBKO B TEOPETUYECKON T€OMETPHH,
HO U B pacyeTe MCKPHMBIIEHUS CBETOBBIX JIyded B acTpO(pU3UKE U B MOCTPOCHUU
ONITUMAJIbHBIX TPACKTOPUH B POOOTOTEXHUKE.

KiroueBbie c¢JjioBa: Treole3HYeCKUMe JIMHWM, pPUMAHOBA METPHUKA, CHMBOJIBI
Kpucroddens, nuddepennnanbubie ypaBHEeHHs, BAPUAUOHHOE UCUUCIEHUE, TEH30D
KPUBH3HBI, ONTUMHU3ALMS TPACKTOPHUHU.

Differensial geometriya matematik analizning muhim bo‘limlaridan biri bo‘lib, u egri
chiziglar va sirtlarning geometrik xossalarini differensial hisob usullari yordamida
o‘rganai. Ushbu fan fazolarning ichki tuzilishini, ularning metrik xossalarini, egilish
darajasini hamda fazoda harakat qonuniyatlarini chuqur tahlil qilish imkonini beradi.
Zamonaviy matematikada differensial geometriya nafaqat nazariy ahamiyatga ega,
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balki fizika, astronomiya, muhandislik, kompyuter grafikasi va sun’iy intellekt kabi
ko‘plab sohalarda keng qo‘llaniladi. Geodezik chiziq tushunchasi intuitiv jihatdan
fazoda erkin harakat qilayotgan zarra trayektoriyasini bildiradi. Ya’ni, agar jismga
tashqi kuchlar ta’sir qilmasa, u aynan geodezik chiziq bo‘ylab harakat qiladi. Bu
tushuncha nafaqat matematikada, balki fizikada ham muhim ahamiyatga ega bo‘lib,
ayniqsa fazo-vaqt geometriyasini tushuntirishda asosiy vositalardan biri hisoblanadi.
Geodezik tenglamalar esa ushbu chiziglarni aniqlovchi asosiy matematik apparat
bo‘lib, ular differensial tenglamalar yordamida ifodalanadi. Ushbu tenglamalar
metrik tensor va Kristoffel belgilar orqali yoziladi hamda fazoning geometrik
tuzilishiga bog‘liq holda turlicha ko‘rinishga ega bo‘ladi. Tekislikda geodeziklar
oddiy to‘g‘ri chiziqlardan iborat bo‘lsa, egri sirtlarda ular murakkab shaklga ega
bo‘ladi.

Differensial geometriyada eng muhim tushunchalardan biri bu — geodezik
chiziglardir. Geodeziklar fazoda yoki sirt ustida ikki nuqta orasidagi eng qisqa yoki
eng “to‘g‘ri” yo‘lni ifodalovchi egri chiziglardir. Bu tushuncha Evklid
geometriyasidagi to‘g‘ri chiziq tushunchasining umumlashgan ko‘rinishi hisoblanadi.
Agar tekislikda eng qisqa yo‘l to‘g‘ri chiziq bo‘lsa, egri sirtlarda bu rolni geodeziklar
bajaradi.Geodezik chizigni matematik jihatdan aniglash uchun egri chiziq uzunligi
funksionali ishlatiladi. Agar sirt ustida y (t) egri chiziq berilgan bo‘lsa, uning uzunligi
quyidagicha aniqlanadi:

L = [ V(gy (dx'/de)(dx/dt)) dt

Geodezik chiziq shu funksionalni minimallashtiruvchi egri chiziqdir. Ya’ni,
geodeziklar — bu uzunlik funksionalining ekstremumini (odatda minimumini)
beruvchi chiziglardir. Shu sababli ular “lokal minimal yo‘l” sifatida ta’riflanadi.
Bu ta’rif variatsion hisobga asoslanadi. Agar L funksional uchun variatsiya nolga teng
bo‘lsa:

6L =0

unda Euler—Lagrange tenglamalaridan geodezik tenglama hosil bo‘ladi:
d*x*/dt* + 5 (dx'/dt)(dxX/dt) = 0
bu yerda I';; — Kristoffel belgilar bolib, ular fazoning metrikasiga bog‘liq.
Geodeziklarning eng muhim xususiyati shundaki, ular lokal minimal yo‘lni

ifodalaydi, lekin har doim global minimal bo‘lmasligi mumkin. Masalan, sferada
ikkita nuqta orasidagi bir nechta geodeziklar bo‘lishi mumkin, lekin ulardan faqat
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bittasi eng qisqa bo‘ladi.
Geodeziklarni tushunish uchun tekislik va egri sirtlardagi holatlarni alohida ko‘rib
chigamiz.
Tekislikda geodeziklar juda sodda ko‘rinishga ega. Evklid tekisligida metrika
quyidagicha yoziladi:

ds®* = dx* + dy*

Bu holda geodezik tenglama quyidagicha bo‘ladi:
d*x/dt* = 0,d*y/dt* = 0
Bu tenglamalarni yechsak:
x(t) = at + b,y(t) = ct +d

Bu esa to‘g‘ri chiziq tenglamasi ekanligini ko‘rsatadi. Demak, tekislikda
geodeziklar — to‘g‘ri chiziglardir.
Endi egri sirtga misol sifatida sferani qaraymiz. Sfera parametrik ko‘rinishda:
r(u,v) = (Rsinucosv,Rsinusinv,R cos u)

Bu sirtning metrikasi:
ds®* = R*du® + R?*sin® u dv?

Bu metrika orqali geodezik tenglamalar chiqariladi va natijada sferadagi geodeziklar
katta doiralar ekanligi aniqlanadi. Masalan, Yer sharida ekvator yoki meridianlar
geodezik chiziglar hisoblanadi.

Differensial geometriyada geodezik chiziqlarni aniglashning eng muhim usullaridan
biri — bu variatsion hisob usulidir. Bu usulga ko‘ra, geodezik chiziglar egri chiziglar
orasida uzunlik funksionalini minimallashtiruvchi chiziglar sifatida aniqlanadi. Ya’ni,
geodeziklar — bu ikki nuqta orasidagi eng qisqa yo‘Ini beruvchi egri chiziglardir.
Avvalo, uzunlik funksionali tushunchasini qaraymiz. Agar fazoda yoki sirt ustida
parametrik egri chiziq y(t) berilgan bo‘lsa, uning uzunligi quyidagicha aniqlanadi:

L = [ V(gy (dx'/dt)(dxi/db)) dt

bu yerda g;; — metrik tensor elementlari bo‘lib, ular fazoning geometrik xossalarini

ifodalaydi. Bu integral uzunlik funksionali deb ataladi.

Geodezik chizigni topish uchun ushbu funksionalni minimallashtirish kerak, ya’ni:
6L =0

Bu shart variatsion hisobning asosiy sharti hisoblanadi. Buni amalga oshirish uchun
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Euler-Lagrange tenglamalaridan foydalaniladi.
Uzunlik funksionalini quyidagicha yozamiz:

L = [ F(x',x")dt

bu yerda:
F = (gsx" %"

Endi Euler—Lagrange tenglamasi qo‘llaniladi:
d/dt (OF /0x*") — 9F Jox* = 0

Bu tenglamani hisoblab chiqish natijasida geodezik tenglama hosil bo‘ladi. Hisoblash
natijasida quyidagi tenglama kelib chiqadi:
d*x*/dt? + T (dx'/dt)(dxi/dt) = 0

bu yerda I'*;; — Kristoffel belgilar bo‘lib, ular quyidagicha aniglanadi:

I'y = (1/2) g* (9g;'/0x' + 0gi'/9x' — 9g;/9x)
Bu tenglama geodezik tenglama deb ataladi va u fazodagi eng qisqa yo‘llarni
aniqlaydi.
Geodezik tenglamaning muhim xususiyati shundaki, u ikkinchi tartibli differensial
tenglama bo‘lib, uning yechimi boshlang‘ich shartlarga bog‘liq holda aniglanadi.
Agar boshlang‘ich nuqta va yo‘nalish berilgan bo‘lsa, geodezik chiziq yagona
aniqlanadi.
Xulosa qilib aytganda ushbu maqolada Riman fazolarida geodezik chiziglarni
tavsiflovchi differensial tenglamalarning matematik va fizik mohiyati tahlil gilindi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatadiki, geodezik tenglamalar nafaqat geometrik masofani
qisqartirish, balki murakkab fizik maydonlardagi zarralar harakatini modellashtirishda
ham fundamental ahamiyatga ega. Variatsion hisob usullari orqali ishlab chiqilgan
algoritmlar navigatsiya, robototexnika va astrofizika kabi sohalarda amaliy
muammolarni yechish uchun keng imkoniyatlar yaratadi. Xulosa o'rnida, geodeziklar
nazariyasi zamonaviy differensial geometriya va nazariy fizikaning o‘zaro
uyg‘unligini ta’minlovchi eng dolzarb ilmiy yo‘nalishlardan biri bo‘lib qolmoqda.
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