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Annotatsiya: Ushbu maqolada chekli limitga ega bo’lgan funksiya haqida
tushunchalar, misollar ko’rib chiqildi. Bundan tashqari maqolamizda funksiya limiti
haqida nazariy ma’lumotlar berib o’tiladi va amaliy qo’llanmalarni tagdim etadi, chunki
bu tushuncha ko’plab matematik masalalarni hal qilishda asosiy o’rin tutadi.

Kalit so’zlar: Limit, funksiya, argument, chekli va cheksiz limit, to’plam.

Abstract: This article discusses the concepts and examples of functions with a finite
limit. In addition, our article provides theoretical information about the limit of a function
and provides practical applications, since this concept plays a key role in solving many
mathematical problems.

Keywords: Limit, function, argument, finite and infinite limit, set.

AnHoTamusi: B cratbe paccMaTpuBarOTCS TOHSATHSA W TPUMEPHl (PYHKIUH C
KOHEUHbIM mpenenoM. Kpome Toro, B Halleil cTaTbe NaHbl TEOPETUYECKUE CBEACHUS O
npeaesne (GYHKIUU U OPUBEJACHBI MPAKTUYECKUE MPWIOKEHUS, TOCKOIbKY 3TO TMOHSITHE
UTPAET KIIOUYEBYIO POJIb B PEIICHMH MHOTUX MaTeMaTUYECKHUX 3a7ay.

KawueBsbie cioBa: Ilpenen, QpyHKuus, aprymMeHT, KOHEUHbIH M OECKOHEUHBIN

peJIe)I, MHOKECTBO.
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Kirish:

Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalar ham yagqinlashuvchi ketma-ketliklar singari
gator xossalarga ega. Ularnig aksariyatining isbotlari ham yaginlashuvchi ketma-
ketliklarning mos xossalari isbotlari kabidir. Chunki,yuqorida ko’rinadiki, funksiya limiti
tushunchasi sonlar ketma-ketlikning limiti tuhunchasiga tayangan holda ta’riflanadi. Shuni
e’tiborga olib, quyidagi keltirilgan xossalarning ba’zilarinigina isbotlaymiz, qolgan
xossalari isbotlash o’quvchiga tavsiya etiladi.

1. Tengsizlik belgisi bilan ifodalanadigan xossalar. X to’plam berilgan bo’lib, a esa
uning limiti nuqtasi bo’lsin. Bu to’plamda f(x) aniglangan.

1° Agar ushbu lim,_,, f(x)=b limit mavjud bo’lib, b> p(b< q) bo’lsa, a ning
yetarli kichik atrofidan olingan x(x#a) ning qiymatlarida f(x) > p(f (x) < q) bo’ladi.

Agar ushbu lim,._,, f(x)=b limit mavjud bo’lsa, b> 0(b < 0) bo’lsa, a ning yetarli
kichik atrofidan olingan x(x#a) ning qiymatlarida f(x) > 0(f(x) < 0) bo’ladi.

2° Agar ushbu lim,_, f(x) limit mavjud bo’lsa, a ning yetarli kichik atrofuda
olingan x(x#a) ning giymatlarida f(x) funksiya chegaralangan bo’ladi.

Isbot. lim,_, f(x)=b bo’lsin. Funksiya limiti ta’rifiga ko’ra Ve > 0 son uchun
shunday § > 0 son topiladiki,

xeUg(a) uchun f(x)eUg(b)

bo’ladi. Demak, argument x ning barcha xeUg(a) giymatlarida funksiyaning mos
giymatlari(b-¢,b-¢) oraligda bo’ladi. Bu esa f(x) funksiyaning a nuqtadagi Ug(a) atrofida
chegaralanganligini ko’rsatadi.

1-eslatma. Funksiya chegaralanganligidan uning chekli limitga ega bo’lishi har
doim ham kelib chigarvermaydi. Masalan, f(x)=sin£ funksiya chegaralangan, ammo x—0

da bu funksiya limitga ega emas.
X to’plamdagi f;(X) va f,(x) funksiyalar aniqlangan bo’lib, a esa X ning limit

nugqtasi bo’lsin.
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3° Agar argument X ning a nuqtaning biror Ug(a) atrofidan olingan barcha
giymatlarida

f1(X) < f2(X)

tengsizlik o’rinli bo’lib, lim,._,, f; (x), lim,_,, f, (x) limitlar mavjud bo’lsa, u holda

limy 4 f1 (%) < limy,q f5(X)

tengsizlik o’rinli bo’ladi.

4° Agar argument X ning a nuqtaning biror Ug(a) atrofidan olingan barcha
giymatlarida

f1(X) = f(x) < f2(x)
tengsizlik o’rinli bo’lsa va lim,._, f; (x) ,lim,_, f,(X) limitlar mavjud bo’lib,
limy_q f1(x) = lim,_,q f,(X)=D
bo’lsa, u holda
limy_q f(x)=b

bo’ladi.

4° ning isboti. Shartga ko’ra lim,_, f; (x)=b limit mavjud. Demak, Ve > 0 son
uchun a nugtaning shunday Ug(a) atrofi mavjudki, x ning barcha xeUg(a) gqiymatlarida
f1(x)eUg(b) bo’ladi. Shunga o’xshash, lim,._,, f,(x)=b limit mavjud bo’lgani uchun o’sha
Ve > 0 son uchun a nugtaning shunday Ug(a) atrofi mavjudki, x ning barcha xeUg(a)
giymatlarida £, (x)eUs(b) bo’ladi.

Agar &, > 0, &, > 0 sonlarining kichigini & deb, a nugtaning Ug(a)atrofi olinsa,
unda

Us(a)cUsy(a), Us(a)cUsz(a)
munosabatlar o’rinli bo’ladi. Natijada har bir xeUg(a) uchun bir vagtda
f1(x)€U,(b), f2(x)eU,(b)

bo’lib, yuqoridagi tenglamaga binoan f(x)eU,(b) ham kelib chigadi.

Demak, har bir xeU.(a) uchun f(x)eU.(b) o’rinli. Bu esa x—a da f(x) funksiya
limitiga ega va lim,._,, f (X)=b bo’lishini ko’rsatadi. Shunday qilib teglik isbotlandi.
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Misol. Ushbu
lim,_,, cos% (x= 0)
limitini toping.
Ravshanki, bur tomondan x- cos% funksiya uchun -|x| < x cos% < |x]|
tengsizliklar bajariladi, ikkinchi tomondan,
limy o (=|x[)= limy_o|x|=0
Demak, yugoridagi 4°-xossaga ko’ra lim,._, cosi =0
2. chekli limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arfimetik amallar. X to’plam
berilgan bo’lib, a uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu to’plamda f(x) va g(x) funksiyalar
aniglangan.
1° Agar x— 0 da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, f(x)+g(x) funksiya ham
limitga ega va
lim[f () £ g(0] =lim £(x) £ g(x)
tenglik o’rinli.
2° Agar x— a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, f(x)-g(x) funksiya ham
limitga ega va
im[f(x) - g(x)] = lim £(x) - g (x)
tenglik o’rinli.
1-natija. Agar X— a f(X) funksiya limitga ega bo’lsa, unda k-f(x) (k=const) funksiya

ham limitga ega va

f(x)zlimx—m fx)
g(x) limyq g(x)

lim,_,

tenglik o’rinli.

2-eslatma. 1) Yugqorida keltirilgan 1°- va 2°- xossalar qo’shuvchilar, ko’paytuvchilar
soni ixtiyoriy chekli bo’lgan holda ham o’rinli.

2) X— a da f(x) va g(x) funksiyalarning yig’indisi, ko’paytmasi va nisbatidan iborat

bo’lgan funksiyalarning limitiga ega bo’lishidan bu funksiyalarning har birining limitga
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ega bo’lishi doim kelib chiqavermaydi. Masalan, f(x):l-sini, g(x):sini funksiyalar
yig’indisi f(x)+g(x)=1 bo’lib, x— 0 da f(x)+g(xX)— 1 bo’ladi. Ammo x— 0 da f(x) va g(x)
funksiyalarning har biri limitga ega emas.

3. Murakkab funksiyalarning limiti. Ko’pchilik hollarda murakkab funksiyaning
limitini hisoblashga to’g’ri keladi. Shuning uchun biz quyidagi murakkab funksiya limitini
hisoblash imkonini beradigan teoremani keltiramiz.

Faraz qilaylik, biror X to’plamda t=¢(x) funksiya aniglangan va bu giymatlaridam
iborat T to’plamda y=f{t) funksiya aniglangan bo’lib, ular yordamida murakkab funksiya
y=f (p(x)) hosil qgilingan bo’lsin. Bu murakkab funksiyaX to’plamda aniqlangan. Shu
bilan birga a son X to’plamning limit nuqtasi bo’lIsin.

3-teorema. Agar 1) lim,_, @(x)=C limit o’rinli bo’lib, a nuqtaning shunday
Us(a) atrofi mavjud bo’lsaki, barcha xeUgs(a) lar uchun ¢(x) # ¢ bo’lsa, 2) ¢ nuqta T
to’plamning limit nuqtasi bo’lib, lim,_,, f(t)=b limit mavjud bo’lsa, u holda x— a da
murakkab funksiya y=f (¢ (x)) ham limitga ega va

lim,_,q f (@ (x))=b

bo’ladi.

Isbot. Shartga ko’ra lim,._,, f (t)=b mavjud. Limit ta’rifiga ko’ra Ve > 0 son uchun
shunday ¢ > 0 son topliladiki, barcha te U, (a) lar uchun f (¢t) € U, (b) bo’ladi.

Endi shartga ko’ra lim,_, ¢(x)=c limit o’rinli, shu bilan birga a nuqtaning
shunday Us(a) atrofi mavjudki, barcha xe U, (a) lar uchun ¢ tengsizlik o’rinli. U holda
yana limit ta’rifiga ko’ra, yuqoridagi o > 0 son uchun shunday 6 > 0 son topiladiki,
barcha xe U,(a) lar uchun ¢(x) € U,(c) bo’ladi. Shunday qilib, € > 0 son uchun
shunday o > 0 son topliladiki

XEUs(a)=t= @(x) €U,(c)=f(t) € Us(b)

munosabat o’rinli bo’ladi. Bu esa

limg_c f(t) = limy,q f (@ (x))=b
bo’lishini ifogalaydi. Teorema isbot bo’ldi.
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3-eslatma. Teoremadagi a nugtaning Us(a) atrofida ¢ (x) # ¢ bo’lsin dega shartni
f(t) funksiya t=c nuqgtada aniglangan va
lim,_,. f (t)=f(c)=b
tengliklar o’rinli bo’lsin degan shart bilan almashtirish mumkin. Darhagigat, agar

X€ Uz (a) lar uchun ¢(x) # c bo’lsa, teoremaning isboti ravshan: agar ¢(x) = ¢ bo’lsa,

u holda lim, f(£)=f(c)=b bo’lib,|f(¢(x)) —b| =0 bo’ladi. Shunday qilib, barcha

X€ Uy (a) lar uchun f (¢(x)) € Uy (b) bo’ladi.
Xuddi shunga o’xshash, a, ¢ hamda b larning biri chekli, ikkinchisi cheksiz yoki

barchasi cheksiz bo’Iganda ham teoremaning o’rinli bo’lishi isbotlanadi.
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